Задания высокого уровня сложности C5 и С6
В данном разделе приводится решение ряда тренировочных заданий С5 и С6 из пособий для подготовки к ЕГЭ 2010, а также некоторых других задач с параметрами и в целых числах. Практически все предложенные в предыдущие годы задания высокого уровня сложности с развернутым ответом С3 и С5  или содержали параметры, или предполагали исследование свойств различных элементарных функций. В демоверсии и тренировочных заданиях 2010 года такими являются задания  С5. Очевидно, что по своему уровню и способам решения они ближе к заданиям С3 последних лет, которые также следует рассматривать как тренировочные.
Тренировочные задания С5

1. Найдите все значения 
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, такие, что для любого 
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Первое решение.

Рассмотрим функцию 
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Значит, наименьшее значение функции 
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. Поэтому решение задачи получаем из решения системы
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Второе решение.

Перенесем слагаемые, не содержащие параметр, в правую часть неравенства: 
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 Построим график функции 
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 и найдем те значения 
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Очевидно, что контрольным значением параметра является значение параметра 
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Подставим ее координаты в
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2. Найти все значения параметра 
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, при которых неравенство 
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 выполняется при всех действительных значениях 
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Решение. 
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Это задание аналогично рассмотренному выше. Будем решать его также с помощью графического метода.
Перенесем слагаемые, не содержащие параметр, в правую часть неравенства: 
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Построим график функции 
[image: image36.wmf]1

2

3

-

-

-

=

x

x

y

 и найдем те значения 
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Очевидно, что контрольным значением параметра является значение параметра 
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[image: image42.wmf]a

x

y

-

=

2

 проходит через точку 
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Ответ: 
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3. Найдите все значения 
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, при каждом из которых уравнение 
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  имеет единственное решение. 
Решение.
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Рассмотрим графики функций 
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Ответ: 
[image: image54.wmf]8

-

=

a

;     
[image: image55.wmf]4

-

=

a

.
4. Найдите все значения 
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, при каждом из которых система 
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Решение.

Значение 
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При 
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 задачу можно переформулировать следующим образом: для любого значения 
[image: image60.wmf]a

x

4

£

 должно выполняться неравенство, противоположное исходному, т. е.

[image: image61.wmf](

)

(

)

0

3

2

<

-

-

-

a

ax

a

x

. 
Система неравенств
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  равносильна следующей совокупности систем 
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Система 
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выполняется противоположное неравенство 
[image: image75.wmf](

)

0

>

x

f

. Следовательно, положительные значения параметра 
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5. Найдите все значения 
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Решение.

Обозначим 
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Так как 
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Определим знак 
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На плоскости 
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Замечание. Очевидно, что не существует общего правила выбора осей координат на плоскости 
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.  Поскольку в данном случае параметр рассматривался как аргумент, то удобнее было выбрать оси указанным образом.
6. При каких значениях 
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 существует единственное решение уравнения 
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Решение.
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Аналогично предыдущим примерам перенесем выражения, не содержащие параметр, в одну сторону уравнения, а с параметром – в другую: 
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Таким образом, необходимо найти те значения параметра, при которых множества точек координатной плоскости, задаваемые уравнениями 
[image: image113.wmf]2

3

4

2

+

-

-

=

x

x

y

 и 
[image: image114.wmf]a

x

ax

a

y

+

-

+

-

=

2

2

2

1

, имеют только одну общую точку.


[image: image115.wmf]2

3

4

2

+

-

-

=

x

x

y



 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image117.wmf]î

í

ì

=

-

+

-

>

-

1

)

2

(

)

2

(

0

2

2

2

y

x

y

Получили уравнение верхней полуокружности с центром в точке с координатами (2;2) радиусом 1. Аналогично, уравнение 
[image: image118.wmf]a

x

ax

a

y

+

-

+

-

=

2

2

2

1



 EMBED Equation.3  [image: image119.wmf]Û

 
[image: image120.wmf]î

í

ì

=

-

+

-

>

-

1

)

(

)

(

0

2

2

a

y

a

x

a

y

 – уравнения верхних полуокружностей с центрами в точках 
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Очевидно, что точки пересечения параметрического семейства полуокружностей с неподвижной полуокружностью существуют при значениях 
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7. Найдите все значения 
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Решение.
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При 
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система имеет ровно одно решение.
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Следовательно, восемь решений может быть, если 
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8. Найдите все такие 
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Решение.

Найдем все значения параметра, при которых 
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. В этом слу​чае неравенство 
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 должно выполняться при всех действительных значениях 
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 должен лежать не ниже графика функции 
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  касаются параболы  
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. Для этого решим соответствующие квадратные уравнения 
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            Очевидно, что точки касания:  
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 В третьем случае абсцисса вершины «уголка» должна быть равна абсциссе вершины параболы 
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Таким образом, наименьшее значение функции 
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9. Найдите все значения 
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, при каждом из которых функция 
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 имеет ровно три нуля функции. 
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Решение.

В задаче требуется найти все значения 
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, при которых уравнение 
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 При 
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При 
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, которые  пересекают график функции 
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 EMBED Equation.3  [image: image188.wmf]2
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 в трех точках. Очевидно, что таких прямых две, и они показаны на рисунке. Для прямой I имеем 
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10. Найдите все значения 
[image: image196.wmf]a

, при каждом из которых общие решения неравенств 
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 образуют на числовой оси отрезок длины единица. 
Решение.

 Представим данные неравенства в виде следующей системы: 
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На плоскости 
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 решением этой системы являются точки, лежащие не ниже параболы 
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 EMBED Equation.3  [image: image203.wmf](
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Найдем точки пересечения этих парабол:


[image: image204.wmf]4

1

4

1

1

2

2

2

+

+

-

=

+

-

x

x

x

x

 ;  

 
[image: image205.wmf]0

3

12

5

2

=

+

-

x

x

 ;  
[image: image206.wmf]5

21

6

2

,

1

±

=

x

 ;  
[image: image207.wmf]25

21

2

22

1

5

21

6

2

2

,

1

±

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

±

=

a

 .

Так как 
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[image: image210.wmf]a
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Решим относительно 
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 уравнения 
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Таким образом, следует рассмотреть  три системы:
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Решение системы 
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Система 
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11. Найти все значения 
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, при которых уравнение 
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Решение. 
Рассмотрим уравнение 
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Любое звено этой ломаной при 
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 Отсюда следует возрастание 
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Условие существования корня данного уравнения имеет вид: 
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12. Найти  все значения параметра 
[image: image253.wmf]a

, при которых неравенство 
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Решение.

Найдем область изменения функции, стоящей под знаком модуля. 
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 – дополнительный аргумент. 
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Таким образом, получаем следующую систему
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13. Найдите все значения 
[image: image264.wmf]a

, при каждом из которых функция 
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Решение.
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Так как абсцисса вершины этой параболы 
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Таким образом, 
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14. Найдите все значения 
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, при каждом из которых общие решения неравенств 
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Решение.
Решим систему 
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Аналитически условие «точка 
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15. Найдите все значения 
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при всех значениях параметра 
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Решение.
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16. Найдите все значения 
[image: image307.wmf]a

, при которых уравнение 
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 имеет бесконечное число решений.

Решение.

График функции 
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[image: image310.wmf](

)

4

11

2

+

+

=

a

a

x

g

при фиксированном 
[image: image311.wmf]a

 – горизонтальная прямая. 
[image: image821.png]


Бесконечное число точек пересечения 
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. Очевидно, что при 
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 уравнение имеет два решения. 
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Если 
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, т. е. уравнение имеет бесконечное число решений. 

Ответ: 
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17. Найдите все значения 
[image: image330.wmf]a

, при каждом из которых множество значений функции 
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Решение.

По условию,      
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, которая должна выполняться при всех 
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Следовательно, 
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Ответ: 
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18. Найти все значения 
[image: image346.wmf]a

, при которых каждое решение неравенства 
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 удовлетворяет неравенству 
[image: image348.wmf].
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Решение. 
Область определения неравенства 
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На плоскости (x,a) решением первого неравенства являются все точки, лежащие не выше параболы 
[image: image351.wmf]2
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. Решения второго неравенства – прямая 
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, а также часть плоскости левее этой прямой и не выше прямой 
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Очевидно, что прямая  
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[image: image357.wmf])

4

1

;

2

1

(

-

. Следовательно, начало координат принадлежит обоим указанным множествам. Далее, любой горизонтальный отрезок, дающий решение неравенства 
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, целиком лежит во множестве решений второго неравенства только при значениях 
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, удовлетворяющих неравенству 
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Ответ: 
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Тренировочные задания С6
1. Человеку, родившемуся в 20 веке, в 2010 году исполнится столько лет, какова сумма цифр его года рождения. В каком году он родился?

Решение. 

Предположим, что человек родился в 
[image: image363.wmf]xy
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 году. Тогда, по условию, имеем: 
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 – в целых числах решения нет.
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2. Мастер делает за 1 час целое число деталей, большее 5, а ученик – на 2 детали меньше. Один мастер выполняет заказ за целое число часов, а 2 ученика – на 1 час быстрее. Из какого количества деталей состоит заказ?

Решение. 

Пусть мастер делает за 1 час 
[image: image371.wmf]x

 деталей 
[image: image372.wmf](

)

5

>

x

 и работает 
[image: image373.wmf]y

 часов. 

Тогда заказ состоит из 
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 деталей.  

По условию, имеем 
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Так как 
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 корнем уравнения не является, то 
[image: image378.wmf]2

4

4

-

-

=

y

y

x

,     
[image: image379.wmf]5

2

4

4

>

-

-

y

y

.

Учитывая, что 
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Если 
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если 
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 – не удовлетворяет условию задачи.

Ответ: 24.

3. В дошкольном учреждении провели опрос. На вопрос «Что вы предпочитаете, кашу или компот?» большая часть ответила:  кашу, меньшая – компот, а один респондент затруднился ответить. Далее выяснили, что среди любителей компота 30 % предпочитают абрикосовый, а 70 % – грушевый. 56,25 % любителей каши выбрали манную, 37,5 % – рисовую, а один   респондент затруднился ответить. Сколько детей было опрошено?

Решение. 

По условию, 1 человек составляет 6,25 % любителей каши, следовательно, кашу любят 16 человек. Число любителей компота должно быть кратно 10. По условию, их меньше, чем  любителей каши. Значит, любителей компота 10 человек. Так как один  респондент затруднился ответить, то всего было опрошено 27 детей.

Ответ: 27.

4. Найти шестизначное число, начинающееся с цифры 1. Если переставить эту цифру на последнее место, то получится число, в три раза большее искомого.

Решение. 

Обозначим через 
[image: image391.wmf]x

 пятизначное число, образованное последними пятью цифрами искомого числа. Тогда первоначальное число равно 
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, а полученное в результате перестановки –  
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. Получаем следующее уравнение: 
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Ответ: 142857.

5. Пусть 
[image: image397.wmf]m

 и 
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– натуральные числа, причем 
[image: image399.wmf]n

m

 есть правильная несократимая дробь. На какие натуральные числа можно сократить дробь 
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Решение. 

Пусть  дробь сократима на число 
[image: image401.wmf]p
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Решая эту систему, получим 
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Так как дробь 
[image: image404.wmf]n
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несократима, т. е. 
[image: image405.wmf]m

 и 
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не имеют общих множителей, то 
[image: image407.wmf]11
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Ответ: 11.

6. Сколько совпадающих членов находится в двух арифметических прогрессиях 
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(2), если в каждой из них по     100 членов.
Решение. 

Пусть 
[image: image414.wmf]m
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Таким образом, 
[image: image418.wmf]m

должно быть кратно 3, т. е. 
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При этом 
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[image: image424.wmf]закончится первой, то выразим 
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[image: image426.wmf]L

:
[image: image427.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

=

4

1

100

L

.

Ответ: 25. 

7. Найти сумму первых 100 чисел, общих для следующих двух арифметических прогрессий: 
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Решение. 

Очевидно, что общие члены данных прогрессий составляют арифметическую прогрессию с первым членом 
[image: image432.wmf]21

1

=

c

 и разностью 
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Ответ: 101100.
8. Последние члены двух конечных арифметических прогрессий 
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 совпадают, а сумма всех совпадающих (взятых по одному разу) членов этих прогрессий равна 815. Найдите число членов в каждой прогрессии. 

Решение. 

Очевидно, что общие члены данных прогрессий составляют арифметическую прогрессию с первым членом 
[image: image441.wmf]14
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Ответ: 49 и 29. 
9. Докажите, что при всех  натуральных 
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 выражение 
[image: image452.wmf](
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Решение.
Представим число 60 в виде произведения трех взаимно простых чисел: 
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1. Выражение 
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 при всех  натуральных 
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 делится на 3, т. к. является произведением трех последовательных натуральных чисел.

2. Докажем делимость выражения на 4. Если 
[image: image457.wmf]n

 – четное число, то 
[image: image458.wmf]2
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 делится на 4. Если 
[image: image459.wmf]n

 – нечетное число, то 
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 – нечетное число. Следовательно, 
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 – два последовательных четных числа и их произведение делится на 8.
3. Докажем делимость выражения на 5. Если 
[image: image463.wmf]n

– нечетное число, то 
[image: image464.wmf]2
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может оканчиваться 1, 5 или 9. Если 
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 оканчиваться 1, то 
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 оканчивается 5, то 
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 делится на 5, если 
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 оканчивается 0 и делится на 5. Аналогично, если 
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– четное число, то 
[image: image472.wmf]2

n

может оканчиваться 0, 4 или 6 и, соответственно, один из сомножителей выражения 
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10. Дано квадратное уравнение 
[image: image474.wmf]0
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с целыми коэффициентами 
[image: image475.wmf]a

, 
[image: image476.wmf]b

и 
[image: image477.wmf]c

.

Может ли его дискриминант быть равным 27?

Решение.
Предположим, что 
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Так как 
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 – числа одинаковой четности.

Если эти числа нечетные, то их произведение – число нечетное, если четные, то их произведение делится на четыре. Однако правая часть равенства 
[image: image486.wmf](

)

1

 – четное число, не делящееся на  четыре. Противоречие. Предположение не верно. 
[image: image487.wmf].

27

¹

D


11. Два двузначных числа, записанных одно за другим, образуют четырехзначное число, которое делится на их произведение. Найти эти числа.

Решение.
Пусть 
[image: image488.wmf]а

и 
[image: image489.wmf]b

 – двузначные числа, тогда 
[image: image490.wmf]kab

b

a

=

+

×

100

 или 
[image: image491.wmf](

)

100

-

×

=

kb

a

b

, т. е. 
[image: image492.wmf]b

делится на 
[image: image493.wmf]a

. Полагая 
[image: image494.wmf]ma

b

=

, получим 
[image: image495.wmf]100
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kma

m

 или 
[image: image496.wmf](

)

1

100

-

×

=

ka

m

. Так как 
[image: image497.wmf]m

 однозначно и является делителем 100, то 
[image: image498.wmf]5

,

4

,

2

,

1

=

m

. 

Если 
[image: image499.wmf]1

=

m

, то 
[image: image500.wmf]101

=

ka

 и условие задачи не выполняется.

Если 
[image: image501.wmf]2

=

m

, то 
[image: image502.wmf]51

=

ka

, 
[image: image503.wmf]3

=

k

, 
[image: image504.wmf]17

=

a

, 
[image: image505.wmf]34

=

b

.

Если 
[image: image506.wmf]2

=

m

, то 
[image: image507.wmf]51

=

ka

, 
[image: image508.wmf]3

=

k

, 
[image: image509.wmf]17

=

a

, 
[image: image510.wmf]34

=

b

.

Если 
[image: image511.wmf]4

=

m

, то 
[image: image512.wmf]26

=

ka

, 
[image: image513.wmf]2

=

k

, 
[image: image514.wmf]13

=

a

, 
[image: image515.wmf]52

=

b

.

Ответ: 17 и 34;  13 и 52. 

12. Решите в натуральных числах уравнение 
[image: image516.wmf]2
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n
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+

, где 
[image: image517.wmf]n

n

×

×

×

×

=

2

1

!

.

Решение.
Предположим, что 
[image: image518.wmf]5

³

n

, тогда 
[image: image519.wmf]!

n

делится на 2 и на 5, т. е. 
[image: image520.wmf]!

n

оканчивается 0. 
[image: image521.wmf]n

5

 делится на 5, т. е. оканчивается 0 или 5. Таким образом, 
[image: image522.wmf]13

5

!

+

+

n

n

 оканчивается 3 или 8. Однако квадраты четных чисел оканчиваются только цифрами 0; 4 или 6, нечетных – цифрами 1; 5 или 9. Таким образом, при 
[image: image523.wmf]5

³

n

 уравнение решений не имеет.

Остается проверить значения 
[image: image524.wmf]n

от 1 до 4.

При 
[image: image525.wmf]1
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n

      
[image: image526.wmf]19
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 EMBED Equation.3  [image: image527.wmf]2
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При 
[image: image528.wmf]2
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[image: image529.wmf]25
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 EMBED Equation.3  [image: image530.wmf]2
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При 
[image: image531.wmf]3
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[image: image532.wmf]34
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 EMBED Equation.3  [image: image533.wmf]2
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.

При 
[image: image534.wmf]4
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[image: image535.wmf]57
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 EMBED Equation.3  [image: image536.wmf]2
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.

Ответ: 
[image: image537.wmf]2

=

n

; 
[image: image538.wmf]5

=

k

.

13. Решите в целых числах уравнение 
[image: image539.wmf]1
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.

Решение.

[image: image540.wmf]2
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 ;   
[image: image541.wmf](
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 ;  
[image: image542.wmf](
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.

Очевидно, что 
[image: image543.wmf]4

m

, а значит, 
[image: image544.wmf]2

m

 и 
[image: image545.wmf]m

 – нечетные числа; 
[image: image546.wmf]1

2

-

m

 и 
[image: image547.wmf]1

2

+

m

- два последовательных четных числа. При этом 
[image: image548.wmf]1

2

-

m

 делится на 8, т. к., в свою очередь, является произведением двух  последовательных четных чисел: 
[image: image549.wmf]1

-

m

 и 
[image: image550.wmf]1

+

m

. Следовательно, четное число 
[image: image551.wmf]1

2

+

m

не делится на 4. Таким образом, 
[image: image552.wmf]1

4
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m

 делится на 16 и не делится на 32. Однако 
[image: image553.wmf]2

2

n

может делиться на 16 только при 
[image: image554.wmf]0

=

n

.

Ответ: 
[image: image555.wmf]1

m

±
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 ,  
[image: image556.wmf]0

=

n

.

14. Решите в целых числах уравнение 
[image: image557.wmf]n

m

2

7

3
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.

Решение.
Если 
[image: image558.wmf]0

>

m

, то 
[image: image559.wmf]7

3

+

m

 при делении на 3 дает остаток 1, значит, если решение есть, то 
[image: image560.wmf]n

 – четное число, т. е.  
[image: image561.wmf]k

n

2
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. (Действительно, 
[image: image562.wmf](
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Тогда 
[image: image563.wmf]7
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m

. 
[image: image564.wmf]7
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k

 при делении на 4 дает остаток 1. Значит, если решение существует, то и 
[image: image565.wmf]m

 должно быть четным, т. е. 
[image: image566.wmf]p
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.        
[image: image567.wmf](

)

(

)

p

p

1

8

3

3

1

2

+

×

=

+

. 


[image: image568.wmf]7
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[image: image569.wmf](
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[image: image570.wmf]î
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; 
[image: image571.wmf]2
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;  
[image: image572.wmf]1
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;  
[image: image573.wmf]4

=
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; 
[image: image574.wmf]2

=

m

.

При 
[image: image575.wmf]0

=

m

   
[image: image576.wmf]3
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n

.

Ответ: 
[image: image577.wmf](
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;  
[image: image578.wmf](
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.

15. Решите в целых числах уравнение 
[image: image579.wmf]n

mn

n

m

3

2

2

2

2

+

=

+

.

Решение.
Представим исходное уравнение в виде 
[image: image580.wmf](
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.

Очевидно, что целое число 
[image: image581.wmf]n

 является корнем квадратного уравнения 
[image: image582.wmf](

)

0

2

3

2

2

2

=

+

+

-

m

x

m

x

. 

Его дискриминант 
[image: image583.wmf]0
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; 
[image: image584.wmf]2
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;  
[image: image585.wmf]4
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.

Отметим также, что дискриминант должен быть квадратом целого числа. 

Это условие выполняется только при 
[image: image586.wmf]0

=

m

 и при 
[image: image587.wmf]3

=

m

. 

Если 
[image: image588.wmf]0

=

m

, то 
[image: image589.wmf]0

=

n

 или 
[image: image590.wmf]3

=

n

; если 
[image: image591.wmf]3

=

m

, то 
[image: image592.wmf]3

=

n

 или 
[image: image593.wmf]6

=

n

. Подстановкой в исходное уравнение убеждаемся, что все четыре пары являются решениями.

Ответ: 
[image: image594.wmf](
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 ; 
[image: image595.wmf](

)

3

;

0

 ; 
[image: image596.wmf](
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3

 ; 
[image: image597.wmf](

)
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.

16. Произведение нескольких различных простых чисел делится на каждое из этих чисел, уменьшенное на 1. Чему может быть равно это произведение?

Решение.
1) очевидно, что простые числа 2 и 3 удовлетворяют условию задачи. В этом случае произведение равно 6.

2) следующее простое число 
[image: image598.wmf]p

должно быть таким, чтобы произведение 
[image: image599.wmf]p

6

делилось на 
[image: image600.wmf](

)

1

-

p

. Очевидно, что 
[image: image601.wmf]7

=

p

и произведение равно 42. 

3) следующее простое число 
[image: image602.wmf]p

должно быть таким, чтобы произведение 
[image: image603.wmf]p

42

делилось на 
[image: image604.wmf](

)

1

-

p

. В этом случае 
[image: image605.wmf]43

=

p

 и произведение равно 1806.

4) следующее простое число 
[image: image606.wmf]p

должно быть таким, чтобы произведение 
[image: image607.wmf]p

1806

делилось на 
[image: image608.wmf](

)

1

-

p

. Однако число 
[image: image609.wmf]1807

=

p

 простым не является (делится на 13).

Ответ: 3; 42; 1806.

17. При каком наименьшем натуральном 
[image: image610.wmf]n

число 
[image: image611.wmf]!

2010

 не делится на 
[image: image612.wmf]n

n

?

Решение.
Если 
[image: image613.wmf]2010

2

£

n

, то 2010! делится на 
[image: image614.wmf]n

n

, так как числа 
[image: image615.wmf],

1

n

×

 
[image: image616.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image617.wmf],

3
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×

…,
[image: image618.wmf](
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n
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1

, 
[image: image619.wmf]n

n

×

содержатся среди чисел 1, 2, 3, …, 2010.

Так как 
[image: image620.wmf]1936

44

2

=

, 
[image: image621.wmf]2025

45

2

=

, то 
[image: image622.wmf]2

2

45

2010

44
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<

 и достаточно проверить делимость 
[image: image623.wmf]!

2010

 на 
[image: image624.wmf]n

n

при 
[image: image625.wmf]45

³

n

.

1)  
[image: image626.wmf]45

=

n

; 
[image: image627.wmf]90

45

45

3

5

45

×

=

. Так как среди чисел 1, 2, 3, …, 2010 найдется 45 чисел, кратных 5, и 90 чисел, кратных 3, то 2010! делится на  
[image: image628.wmf]45

45

.

2)  
[image: image629.wmf]46

=

n

; 
[image: image630.wmf]46

46

46

23

2

46

×

=

. Так как среди чисел 1, 2, 3, …, 2010 найдется 46 чисел, кратных 2, и 46 чисел, кратных 23, то 2010! делится на  
[image: image631.wmf]46

46

.

3)  
[image: image632.wmf]47

=

n

. Число 47 – простое и среди чисел 1, 2, 3, …, 2010 найдется лишь 42 числа, кратных 47. Действительно, 
[image: image633.wmf]1974
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; 
[image: image634.wmf]2021
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 и 
[image: image635.wmf]43

47

2010
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×

<
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×

. Следовательно, 2010! не делится на  
[image: image636.wmf]47

47

.

Ответ: 47.

Следует отметить, что  встречаются разные формулировки этой задачи. Если в условии вместо 2010! присутствует 2009!, то решение и ответ совершенно не меняются. 

Если  задача сформулирована следующим образом: найдите наибольшее натуральное число 
[image: image637.wmf]n

, для которого каждое из чисел 
[image: image638.wmf]k

k

 при 
[image: image639.wmf]n

k

,...,

2

,
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=

 является делителем числа 
[image: image640.wmf]2010
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=

, то ответ: 46. 

18.  Решите в натуральных числах уравнение 
[image: image641.wmf]25
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, где 
[image: image642.wmf]n
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.

Решение.     
[image: image643.wmf]25
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Ответ:  
[image: image653.wmf](
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[image: image654.wmf](
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19. У натурального числа 
[image: image655.wmf]n

 ровно 6 натуральных делителей. Сумма этих делителей равна 3500. Найдите 
[image: image656.wmf]n

.

Решение.
Если 
[image: image657.wmf]2

1
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=

, то число имеет только 4 делителя: 
[image: image658.wmf]1

, 
[image: image659.wmf]1
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, 
[image: image660.wmf]2
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и 
[image: image661.wmf]2
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Если 
[image: image662.wmf]3
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, то число имеет 8 делителей: 
[image: image663.wmf]1

, 
[image: image664.wmf]1
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, 
[image: image665.wmf]2
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, 
[image: image666.wmf]3
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, 
[image: image667.wmf]2
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[image: image668.wmf]3
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[image: image669.wmf]3
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 и 
[image: image670.wmf]3
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.

Таким образом, число 
[image: image671.wmf]n

 имеет ровно 6 натуральных делителей в том, и только в том, случае, если один из множителей является квадратом другого, т. е. 
[image: image672.wmf]2
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.

Очевидно, что тогда делителей ровно 6: 
[image: image673.wmf]1
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[image: image674.wmf]1
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, 
[image: image675.wmf]2
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[image: image677.wmf]2
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[image: image678.wmf]2
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. (Отметим, что если число делится на 
[image: image679.wmf]2
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, то оно не обязательно делится на 
[image: image680.wmf]3

1

n

).

Итак, по условию, 
[image: image681.wmf]3500

1

2

2

1

2

1

2

2

1

1

=

×

+

×

+

+

+

+

n

n

n

n

n

n

n



[image: image682.wmf](
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[image: image683.wmf](
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Числа 
[image: image684.wmf]1

n

 и 
[image: image685.wmf]2
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n

 одинаковой четности, следовательно, число 
[image: image686.wmf]2
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 – нечетное.

Приравнивая это число к различным нечетным множителям числа 3500, получим  совокупность квадратных уравнений, из которых только уравнение  
[image: image687.wmf]2
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 EMBED Equation.3  [image: image688.wmf]7
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    имеет один натуральный корень 
[image: image689.wmf]2
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. Тогда 
[image: image690.wmf]499
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 и искомое число 
[image: image691.wmf]1996
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Ответ: 1996.

20. Среди обыкновенных дробей с положительными знаменателями, расположенными между числами 
[image: image692.wmf]35
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 и 
[image: image693.wmf]36

97

 найдите такую, знаменатель которой минимален. 
Решение.
Найдем разность 
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Следовательно, 
[image: image695.wmf]35
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[image: image696.wmf]60
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Числитель 
[image: image697.wmf]3455
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Ответ: 
[image: image705.wmf]7

19
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21. Найдите все пары натуральных чисел, наименьшее общее кратное которых равно 78, а наибольший общий делитель равен 13.

Решение.

[image: image706.wmf]n
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[image: image708.wmf]78
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Ответ: 13 и 78;     26 и 39.

22. Найдите все пары натуральных чисел, разность которых 66, а их наименьшее общее кратное равно 360.

Решение.

[image: image712.wmf]5
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[image: image713.wmf]66
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.
Ответ: 24 и 90.
23. Найдите все пары натуральных чисел, разность квадратов которых равна 55..
Решение.
1) 
[image: image714.wmf](
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[image: image717.wmf](
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Ответ: 8 и 3; 28 и 27.
24. Произведение натурального числа и числа, записанного теми же цифрами в обратном порядке, равно 2430. Найдите все такие числа.

Решение.
1. Предположим, что искомое натуральное число является двузначным, тогда согласно условию  


[image: image720.wmf](
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[image: image721.wmf]2430
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Так как число 2430 оканчивается 0, то произведение 
[image: image722.wmf]xy

 также должно оканчиваться 0, и, следовательно, делиться на 10. 

Если 
[image: image723.wmf]10
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, то 
[image: image724.wmf]2
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[image: image725.wmf]5
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 (
[image: image726.wmf]x
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[image: image727.wmf]y

– цифры). Однако в этом случае  условие задачи не выполняется: 
[image: image728.wmf]1300
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Если 
[image: image729.wmf]20
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, то 
[image: image730.wmf]4
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[image: image731.wmf]5
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, то условие задачи выполняется:  
[image: image732.wmf]2430
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Если 
[image: image733.wmf]30
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[image: image734.wmf]6
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[image: image735.wmf]5
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[image: image736.wmf]2430
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. Очевидно, что остальные числа, кратные 10, проверять не имеет смысла.

2. Предположим,  что искомое натуральное число является трехзначным. В этом случае оно должно оканчиваться 0, так как произведение двух трехзначных чисел не может равняться 2430. По условию, 
[image: image737.wmf](

)

(

)

2430

10

10

100

=

+

×

+

y

x

y

x

 или 
[image: image738.wmf](
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. Есть только два двузначных числа, являющихся степенью числа 3: 27 и 81. Ни одно из них не удовлетворяет условию задачи.

Ответ: 45 и 54.

25. Найдите все натуральные значения 
[image: image739.wmf]n

,  удовлетворяющие уравнению 
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, где 
[image: image741.wmf][
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– наибольшее целое число, не превосходящее 
[image: image742.wmf]x

.

Решение.
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 EMBED Equation.3  [image: image746.wmf]÷
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Так как 
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 EMBED Equation.3  [image: image749.wmf]0
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Ответ:  
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26. Натуральные числа 
[image: image753.wmf]a
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[image: image754.wmf]b

 и 
[image: image755.wmf]c

 таковы, что 
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Решение.
Из равенств 
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 EMBED Equation.3  [image: image760.wmf]5
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 EMBED Equation.3  [image: image762.wmf]5
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 кратно 
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, т. к. 
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не кратно ни 
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. Искомое число 
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 делится на 
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 EMBED Equation.3  [image: image772.wmf]3
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, и в то же время само является делителем числа 
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. Поэтому оно равно либо 
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. Первое из этих значений реализуется при 
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, причем оба набора удовлетворяют всем условиям задачи.

Ответ: 
[image: image782.wmf]540

;  
[image: image783.wmf]108
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27. На клетчатой бумаге отмечен прямоугольник  размером 
[image: image784.wmf]n
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´

 с вершинами в узлах сетки клеток, причем числа 
[image: image785.wmf]m

 и 
[image: image786.wmf]n

 взаимно простые и 
[image: image787.wmf]n
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. Диагональ этого прямоугольника не пересекает ровно 116 клеток из этого прямоугольника. Найдите все возможные значения 
[image: image788.wmf]m

 и 
[image: image789.wmf]n

.

Решение.
[image: image824.png]



Так как  числа 
[image: image790.wmf]m

 и 
[image: image791.wmf]n

 взаимно простые, то диагональ прямоугольника не проходит через вершины клеток внутри прямоугольника: в противном случае внутри него нашелся бы подобный ему прямоугольник размером 
[image: image792.wmf]n
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 клеток, а значит дробь 
[image: image793.wmf]n
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 оказалась бы сократимой до дроби 
[image: image794.wmf]n
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. Поэтому каждый переход в следующую клетку (начиная с первой) диагональ осуществляет, пересекая либо вертикальную, либо горизонтальную линии сетки, а значит число пересекаемых   ею клеток равно 1 плюс число вертикальных и горизонтальных линий, проходящих внутри прямоугольника. Если горизонтальный размер прямоугольника - 
[image: image795.wmf]m

, а вертикальный - 
[image: image796.wmf]n

, то число горизонтальных линий, проходящих внутри прямоугольника, равно 
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Таким образом, 
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Значит, пара 
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равна либо 
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. Следовательно, 
[image: image806.wmf]m

 и 
[image: image807.wmf]n

равны соответственно либо 2 и 117, либо 3 и 59, либо 5 и 30. Но последняя пара невозможна, т. к. числа  
[image: image808.wmf]m

 и 
[image: image809.wmf]n

 по условию взаимно простые.

Ответ: 
[image: image810.wmf](
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