Геометрия в едином государственном экзамене

По сравнению с 2006–2009 гг. структура и содержание геометрических заданий в ЕГЭ 2010 существенно изменились. Экзамен состоит из двух разделов (В и С) и 18 заданий. Задания по геометрии из первой части экзамена (В4, В6, В9) базового уровня сложности отвечают минимуму содержания образования основной и средней (полной) школы. Задания В4 и В6 планиметрические, задание В9 на умение решать стереометрические задачи. Задания части В можно брать в банке заданий на сайте ФИПИ. Наконец, во второй части из четырeх заданий повышенного уровня сложности даeтся стереометрическая задача С2 и планиметрическая задача С4. 

Таким образом, выпускник школы, желающий стать студентом,  заинтересован поддерживать высокий уровень знаний и умений по геометрии. В результате,  ЕГЭ является важнейшим элементом мотивации выпускников в повышении уровня знаний по геометрии. 

 Задания С2 по стереометрии из второй части единого экзамена

Теоретический материал для заданий С2 находится в рамках стандартных вопросов, изложенных в  учебниках по планиметрии 7–9 классов и стереометрии 10–11 классов, поэтому у выпускника должна быть достаточная практика решения школьных задач по геометрии.                   

Некоторые задания С2 предполагают использование нестандартных ситуаций в стандартных многогранниках или фигурах вращения. Ниже приведены три задачи, вызывающие определенные затруднения при решении, для наиболее простых многогранников это прямоугольный параллелепипед и прямой параллелепипед. 
	№
	Содержание
	Указание

	1
	Точка Е – середина ребра AD прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 и ЕC1 = 9. Найдите объем параллелепипеда, если известно, что диагональ В1D перпендикулярна плоскости  A1BC1.  Ответ: 216
	Следует применить теорему о трeх перпендикулярах к наклонной В1D и ее проекции В1D1,   к наклонной В1D и ее проекции АВ1, к наклонной В1D и ее проекции В1С

	2
	В прямоугольном параллелепипеде 
ABCDA1B1C1D1 ребра AD и АA1 равны 9, а ребро АВ равно 18. Найдите расстояние от вершины A1  до плоскости АD1С. Ответ: 6
	Следует построить сечение, проходящее через ребро DD1, перпендикулярно диагональному сечению АА1С

	3
	В прямом параллелепипеде 
ABCDA1B1C1D1 диагональ B1D равна 26, а диагональ A1C равна 20 и перпендикулярна B1D. Найдите площадь четырехугольника A1BCD1, если известно, что ВВ1 = 10. Ответ: 240
	Следует использовать равенство треугольников А1ОD и АА1D.  Далее площадь параллелограмма определить через площадь треугольника ВСО


При решении даже этих трех задач мы видим, что основной используемый технический аппарат – это теорема о трех перпендикулярах и решение равнобедренного и прямоугольного треугольника. Видно также то, что без рисунка решить подобные задания невозможно. 

Так как эти задания теперь предполагают оформление решения, то это означает, что выпускник должен знать формулировки теорем и определений из учебника, и, кроме того, ответы теперь могут быть самыми разнообразными, а не только целыми.

Большинство задач С2 в настоящее время затрагивает тему двугранного угла или угла между прямыми, прямыми и плоскостями. Рассмотрим характерные задачи на тему углов в многогранниках. 
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Задача 1.  В кубе А...D1 точка Е – середина ребра А1В1. Найдите косинус угла между прямыми АЕ и ВD1.

Решение. Строим ВN // АЕ и получаем параллелограмм  АЕNВ. Сторону куба примем равной 2. Рассматривая треугольники АЕА1 и А1ND1, находим стороны и диагональ: 
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В полученном треугольнике NВD1 определяем косинус угла NВD1: 
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1

cos

=

a

.

Второй способ решения связан с введением системы координат. В этом случае имеем следующие координаты точек: А(0, 0, 0); Е(1, 0, 2); В(2, 0, 0); D1(0, 2, 2) и координаты векторов 
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. Таким образом, используя скалярное произведение векторов, получаем тот же результат. 

Задача 2.  В правильной треугольной призме А...С1, все ребра которой равны, точка Е – середина ребра А1В1. Найдите косинус угла между прямыми АЕ и ВС1.
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Решение. Строим ВN // АЕ и получаем параллелограмм  АЕNВ. Сторону призмы примем равной 2. Рассматривая треугольники АЕА1 и А1NС1, находим стороны и диагональ: 
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. В полученном треугольнике NВС1 определяем косинус угла NВС1: 
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Второй способ решения связан с введением системы координат. В этом случае имеем следующие координаты точек: А(0, 0, 0); Е(1, 0, 2); В(2, 0, 0); С1(1, 
[image: image7.wmf]3

, 2) и координаты векторов 
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. Таким образом, используя скалярное произведение векторов, получаем тот же результат. 

Задача 3.  В половине октаэдра РАВСD  точка Е – середина ребра РD, а точка М – середина ребра РС. Найдите косинус угла между прямыми АЕ и DМ.

Решение. Строим ЕN // DМ и получаем параллелограмм  МЕND. Сторону пирамиды примем равной 2. Рассматривая равносторонние треугольники АРD и РСD, находим  
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.  В полученном треугольнике NЕА определяем косинус угла NЕА: 
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Второй способ решения связан с введением системы координат. В этом случае имеем следующие координаты точек: А(0, 
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. Таким образом, используя скалярное произведение векторов, получаем тот же результат. 
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Задача 4.  В правильном тетраэдре РАВС  точка Е – середина ребра РВ, а точка М – середина ребра РС. Найдите косинус угла между прямыми АЕ и ВМ.
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Решение. Строим ЕN // ВМ и получаем параллелограмм  МЕNВ. Сторону пирамиды примем равной 2. Рассматривая равносторонние треугольники АРВ и РСВ, находим  
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. По теореме косинусов находим в треугольнике АВN  
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.  В полученном треугольнике NЕА определяем косинус угла NЕА: 
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Задача 5.  В правильном тетраэдре DАВС  точка Р, N, R – середины ребер АD,  АС, ВD соответственно, О – центр грани АВС.  Найдите косинус угла между прямыми ОР и NR.

Решение. Строим ОQ // NR  и 
ОQ = NR,  получаем параллелограмм  NRQО. Сторону пирамиды примем равной 2. Рассматривая треугольники АОD,  АСВ, АВD,  находим  
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. Из прямоугольного треугольника  NRВ находим  
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.  В полученном треугольнике ОРQ определяем косинус 
угла РОQ: 
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Второй способ решения связан с введением трех задающих полностью тетраэдр векторов (см. рис.). Модули базисных векторов равны 
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, а углы между ними 
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. Таким образом, получаем косинус угла между векторами 
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Задача 6.  В кубе А...D1 точка Е – середина ребра А1В1. Найдите синус  угла между прямой АЕ и плоскостью ВDС1.

Решение. Перенесем АЕ в положение ОN и далее в положение PF. Строим РН перпендикулярно ОС1. Так как ВD перпендикулярно плоскости АСС1, то РН перпендикулярно ОС1 и ВD, т. е. самой плоскости ВDС1. Синусом  угла между прямой АЕ и плоскостью ВDС1, таким образом, будет синус угла РFН. Сторону куба примем равной 2. В таком случае 
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Второй способ решения связан с введением системы координат. В этом случае имеем следующие координаты точек: А(0, 0, 0); Е(1, 0, 2); О(1, 1, 0); С1(2, 2, 2); А1(0, 0, 2); С(2, 2, 0); и координаты векторов 
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. Используя скалярное произведение векторов, получаем, во-первых, что вектор 
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 – это вектор плоскости ВС1D, т. к. 
[image: image47.wmf]0

1

1

=

×

ОС

С

А

, а, во-вторых,  
[image: image48.wmf]15

1

3

2

5

2

)

;

cos(

1

1

1

-

=

×

-

=

×

×

=

АЕ

С

А

АЕ

С

А

АЕ

С

А

.  Отсюда 
[image: image49.wmf]15

1

)

;

cos(

sin

1

=

=

АЕ

С

А

a

.

[image: image316.png]



Теория и задания С4 в формате ЕГЭ 2010

1.  Теорема Стюарта и параметры треугольников

Теорем и задач, которые вошли в учебники геометрии, довольно много.  Некоторые из них заслуживают определенного внимания, так как обладают некоторой общностью и могут помочь в сложных заданиях ЕГЭ. 
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Формулы, позволяющие определить медианы и биссектрисы треугольника по заданным сторонам треугольника, являются частными случаями более общей формулы, которая является основой теоремы Стюарта (Мэтью Стюарт, шотландский астроном и математик, 1717–1785).  Рассмотрим треугольник АВС (см. рис. 1), в котором АВ = с, ВС = а, ВК = х, АК = p, КС = q, АС = b. 
Задача состоит в том, чтобы по заданным четырем параметрам – а, с, p, q – определить отрезок ВК. 

Рис. 1

Воспользуемся известным равенством для векторов 
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, из которого после возведения в квадрат получаем выражение  
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Таким образом, после подстановки и некоторых преобразований, можно получить формулу для определения отрезка ВК:   
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Тот же результат можно получить, если записать теорему косинусов для треугольников АВК и АВС, выбрав общий угол А.

Рассмотрим частные случаи этой формулы.

1. Пусть ВК является медианой. Тогда 
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 и имеем формулу для расчета  медиан      
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2. Пусть ВК является биссектрисой.  Тогда 
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 и получаем формулу для    биссектрисы 
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3. Если  ВК – отрезок в равнобедренном треугольнике, то в этом случае 
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где а – боковая сторона треугольника.
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Следующие формулы для биссектрисы являются необходимым дополнением к решению треугольников. 

Формула 
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 легко получается из простого соотношения 
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 (все обозначения соответствуют рис. 2). 

Формула для биссектрисы, выраженная через три стороны треугольника, получается после ряда преобразований. Так как 
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, то первую формулу для биссектрисы легко преобразовать в следующую: 
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.  Таким образом, имеем    
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Учитывая, что 
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, получаем еще ряд полезных соотношений: 
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   включая и уже полученный ранее результат  
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Формула для медианы, полученная ранее, также выводится из других источников. Например, следует из известного равенства для параллелограмма 
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, если в нем принять 
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 (см. рис. 3).  В результате получаем следующее выражение 
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Этот же результат можно получить, применяя теорему косинусов для треугольников ABC и AOC,  выбрав общий угол ОАС. 

При решении треугольников, а также в теме «Правильные многоугольники» довольно часто встречаются тригонометрические функции 15(, 22,5(, 18(, 36( и других. Поэтому таблицы функций для 30(, 45(, 60(, 90( следует дополнить и этими данными. Если для 15○, 22,5○ можно воспользоваться обычными формулами половинного угла, то для функций 18○, 36○ – формулой синуса тройного угла:  
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Таким образом, дополнение к таблице тригонометрических функций имеет вид:
	α
	sin α
	cos α
	tg α
	ctg α
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	22,5°
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При решении планиметрических или стереометри-
ческих задач иногда пользуются формулой Герона. Как правило, в этом случае стороны треугольника соответствуют сторонам так называемого рационального треугольника. Это треугольник, у которого стороны, площадь и радиусы вписанной и описанной окружностей представляют собой рациональные числа. Приведем ряд формул, с помощью которых всегда можно воссоздать рациональный треугольник. 

Итак, пусть даны 
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.  Далее воспользуемся тем, что 
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Учитывая то, что 
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 и R получаем рациональные значения a, b, c и S. Например, пусть 
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. Теперь пусть 
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, тогда будет a = 40, b = 51, c = 77, S = 924 и r = 11.

Следует отметить, что в случае иррациональных сторон треугольника лучше воспользоваться другой формулой площади, легко получаемой из формулы Герона:  
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В заключение приведем небольшую таблицу рациональных треугольников

	№
	a
	b
	c
	p
	S
	hа
	R
	r

	1
	3
	25
	26
	27
	36
	24
	325/24
	4/3

	2
	44
	35
	75
	77
	462
	21
	125/2
	6

	3
	4
	13
	15
	16
	24
	12
	65/8
	3/2

	4
	4
	53
	51
	54
	90
	45
	901/30
	5/3

	5
	6
	29
	25
	30
	60
	20
	145/8
	2

	6
	7
	15
	20
	21
	42
	12
	25/2
	2

	7
	7
	65
	68
	70
	210
	60
	221/6
	3

	8
	8
	29
	35
	36
	84
	21
	145/6
	7/3

	9
	9
	10
	17
	18
	36
	8
	85/8
	2

	10
	9
	73
	80
	81
	216
	48
	365/6
	8/3

	11
	21
	10
	17
	24
	84
	8
	85/8
	7/2

	12
	11
	13
	20
	22
	66
	12
	65/6
	3

	13
	11
	25
	30
	33
	132
	24
	125/8
	4

	14
	12
	17
	25
	27
	90
	15
	85/6
	10/3

	15
	14
	13
	15
	21
	84
	12
	65/8
	4


2.  Теорема Чевы.  Пересечение высот в треугольнике

В обязательный минимум содержания основных образовательных программ профильного уровня по геометрии входят известные теоремы планиметрии: теорема Чевы и теорема Менелая. Но эти теоремы интересны еще и своими следствиями. Прежде обратимся к самой теореме Чевы (Джованни Чева, итальянский математик, 1648–1734).
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Теорема Чевы
Если на сторонах АВ, ВС, СА треугольника АВС (рис. 4) взяты соответственно точки С1, А1, В1, то отрезки АА1,  ВВ1,  СС1 пересекаются в одной точке тогда, и только тогда, когда 
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В основе доказательства прямой теоремы лежат следующие соображения. Пусть отрезки пересекаются в точке О,                                                                                                                                    тогда    
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.  При выводе был использован принцип равных отношений: 
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. Таким образом, имеем:  
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. Перемножая эти выражения, получаем соотношение (*).

В обратной теореме на сторонах треугольника взяты точки С1, А1, В1 так, что выполняется равенство (*). Пусть точка 
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, которая пересекается с 
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 в точке 
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. По доказанному выше, имеем равенство:  
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. Поделив оба выражения друг на друга почленно, окончательно приходим к выводу, что  
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 делят сторону 
[image: image129.wmf]АС

 в одном и том же отношении, что означает совпадение этих точек, и исходные отрезки пересекаются в одной точке. 

Воспользовавшись этим результатом, докажем теперь теорему о пересечении чевиан.

Теорема о пересечении чевиан

Чевианы в треугольнике АВС точкой пересечения О делятся в отношении
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Имеем, с одной стороны: 
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. С другой стороны, получаем такой же результат из другого условия: 
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. Таким образом, утверждение теоремы доказано.

Рассмотрим частные случаи этой формулы. В случае медиан получаем классический результат: 
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В случае пересечения биссектрис следует учесть, что 
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При пересечении высот следует учесть, что каждый отрезок можно записать через высоты и  углы треугольника. А именно, 
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. В результате, окончательно получаем  
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. Конечно, данный результат можно получить и другим путем, не используя теорему о чевианах. Однако, такой подход наиболее оптимален. 

Рассмотрим задачи, где используется полученное выше выражение для высот. 

Задача 1. В равнобедренном треугольнике ортоцентр делит высоту, опущенную на основание треугольника, в отношении 
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Решение.
Пусть угол при основании треугольника равен 
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, тогда тангенс угла при вершине треугольника равен 
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. Откуда следует, что 
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Задача 2.  В остроугольном треугольнике АВС высоты АА1,  ВВ1, СС1 пересекаются в точке О. Известно, что: 
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1. Найдите отношение 
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;   2.  Найдите углы треугольника.

Решение.
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Для удобства введем обозначения: 
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, откуда следует связь   
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,  то,  подставив равенство во вторую систему, получаем тангенсы углов треугольника:   
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  и, соответственно, углы треугольника:  
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. Эта задача была дана в 2007 г. на областной олимпиаде как «техническая». Более половины участников решили ее, но никто не воспользовался этим наиболее коротким путем. Многие не довели решение до конца, запутавшись в обратных тригонометрических функциях.

Задача 3. В треугольнике АВС точка Р – ортоцентр, угол АВС равен β,  ВР = а.  Найдите радиус описанной окружности треугольника.                     Рис. 5
Решение.
Рассмотрим случай остроугольного треугольника (рис. 5) и воспользуемся ранее полученной формулой  
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и тогда 
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Рассмотрим случай тупоугольного треугольника (рис. 6) и воспользуемся формулой  
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Из рисунка следует, что 
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Таким образом, имеем 
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Данная задача была предложена на олимпиаде «Будущие исследователи» в 2008 г., а в ЕГЭ формата 2010 г.  она звучит следующим образом: «Высоты треугольника АВС пересекаются в точке Р. Известно, что отрезок ВР равен радиусу окружности, описанной около треугольника. Найдите угол АВС». Из полученных формул следует, что угол равен либо 60,  либо 120(.
3.  Решение треугольников

При повторении планиметрии в старших классах следует обратить внимание на задачи с элементами исследования.  Рассмотрим ряд подобных задач.

Задача 1.  

	Дано:
(АВС, 

b = 5, 

c = 10, 

S = 15.
	Решение.

Из формулы для площади треугольника 
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 (см. рис. 7). Пользуясь теперь теоремой косинусов для треугольника  АВС  
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получаем возможные значения длины стороны а: 
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                                                  Рис. 7
Для большей определенности задачи можно указывать, тупым или острым является 
угол А.  Хотя, чтобы соответствовать стандарту ЕГЭ 2010, определенности как раз и не нужно. На рисунке наглядно показана разница между этими случаями.  

Задача 2.  

	Дано:

(АВС, 

(A = 30(, 

a = 17,  b = 16.
	Решение.

По теореме синусов для (АВС  
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	Найти: (B, c.
	


Теорема косинусов для (АВС дает   
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,  откуда после подстановки получаем уравнение:  
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. Как уже указывалось  ранее, (B < (A, поэтому (С > 120(, следовательно, c > a и c > b, значит, 
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Задача 3. Отрезок ВN является биссектрисой треугольника АВС. Найдите NС, если АВ = 30, 

АN = 20, ВN = 16 и угол ВNС равен углу  ВСА. (см. рис. 8) (задача № 536(б), Л. С. Атанасян [и др.]  / Геометрия (7–9 классы). –  М. : Просвещение, издания до 2008 г.)

Решение.                                                                                                  Рис. 8
Из условия задачи следует, что сторона  а = 16,  следовательно, из пропорции 
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. Однако, из формулы для биссектрисы имеем следующее: 
[image: image192.wmf]x

×

-

×

=

20

16

30

16

2

 и 
[image: image193.wmf]5

1

11

=

x

. При данных условиях можно получить и третье значение для отрезка, отличное от двух первых!? Задача некорректно сформулирована, так как в ней избыточное число данных. Уберем одно лишнее условие, например равенство углов  ВNС  и  ВСА.

Составим систему уравнений с двумя неизвестными:
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, решением которой является  система 
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. Исследование решений задачи можно продолжить, последовательно исключая какое-либо данное.

Задача 4.  Сумма двух сторон треугольника 613,47 арш., третья сторона 263,546 арш. Угол, противолежащий меньшей стороне, равен 
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. Определите прочие части треугольника и его площадь (одна из четырех задач выпускного и одновременно вступительного экзамена в университет(!) в гимназиях в 1874 г.).

Решение.
Упростим задачу, скорректировав численные данные: сумма двух сторон 
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. Пусть b  меньшая сторона

треугольника. Тогда  имеем следующую систему уравнений: 
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Подставляя из первого уравнения сторону b во второе уравнение, получаем решение системы 
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. Учитывая, что 
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 получаем условия, которым должна удовлетворять сторона а:  
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. Следует отметить, что по условиям исходной задачи получаем 
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 !   По новым данным получаем следующий результат:  
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Задача 5. В равнобедренной трапеции с основаниями АD и ВС угол ВDА равен 60(, точка 
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.  Найти площадь трапеции 
(см. рис. 9).

Решение.
Построим 
[image: image209.wmf]BD
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 и получим равносторонний треугольник АСN, площадь которого равна площади трапеции. Пусть сторона треугольника равна d, тогда воспользуемся теоремой Стюарта для равнобедренного треугольника: 
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. Получаем значение 
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 и соответственно площадь  трапеции 
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.  Следует обратить внимание на то, что АМ > АN.                                 
Таким образом, точка М вне основания трапеции. Рассматривая два варианта расположения точки М, можно доказать, что результат не зависит от положения точки.
4. Формулы площади четырехугольника 

Попробуем сконструировать формулы площади четырехугольника, исходя из аналогии с формулами площади треугольника:
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Итак, найдем аналог первой формулы в списке. Пусть дан четырехугольник ABCD 
(рис. 10), в котором BM, ON, CK – высоты на основание AD. Составим отношение площадей треугольников, составляющих четырехугольник: 
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. Учитывая подобие треугольников ACK и AON, имеем: 
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Таким образом, получаем следующее равенство: 
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.  Откуда следует соотношение: 
[image: image217.wmf]ON

CK

S

S

S

S

S

S

ABD

ABCD

AOD

AOB

ACD

ABC

=

=

+

+

,  из которого, с учетом площади треугольника ABD, получаем искомую формулу для площади четырехугольника 
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Следующие формулы площади четырехугольника аналогичны последним двум формулам списка. Если четырехугольник вписан в окружность, то каждый треугольник из четырех – АВС, ВСD, СDА, АВD (см. рис. 10) – вписан в ту же окружность. Таким образом, площади треугольников выражаются через стороны и радиус R: 
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– диагонали. 

Складывая попарно площади треугольников, имеем:  
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Перемножив оба выражения, получаем формулу: 
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из которой, учитывая справедливость теоремы Птолемея, окончательно имеем формулу площади четырехугольника:  
[image: image226.wmf]R

bc

ad

dc

ab

bd

ac

S

4

)

)(

)(

(

+

+

+

=


Площади треугольников АВС, ВСD, СDА, АВD можно также выразить и следующим образом:  
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Так как четырехугольник вписан в окружность, то 
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. Складывая опять попарно треугольники, имеем:  
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Учитывая, что 
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 и подставляя полученные формулы в (6), после несложных преобразований получаем еще одну формулу площади четырехугольника:       
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Задача.  В остроугольном треугольнике проведены высоты АN и СМ. Далее проведены перпендикуляры 
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 Найдите радиус описанной окружности треугольника АВС (см. рис. 11).                         

Решение.                                                                                                         
Пусть 
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. Четырехугольник МВNF   можно вписать в окружность, следовательно, углы      
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[image: image249.wmf]g

b

a

sin

sin

sin

2

2

R

S

ABC

=

, то 
[image: image250.wmf]20

81

4

2

2

=

=

MN

R

S

S

MPQN

ABC

 и 
[image: image251.wmf]5

9

=

R

. 
5.   Решение избранных задач

1. [image: image331.png]


На боковых сторонах АВ и СD трапеции отмечены точки Р и Q соответственно, причем РQ//АD. Прямая РQ разбивает трапецию на две трапеции, площади которых относятся как  
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. Найдите РQ, если АD равно а  и ВС  равно b.

Решение.
Пусть 
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.     После преобразований имеем  
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.   Окончательно получаем 
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2. Отношение двух сторон равнобедренного треугольника равно 
[image: image260.wmf]n
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. Найдите отношение радиусов описанной и вписанной окружности в этот треугольник. 

Решение.
Так как 
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. Таким образом, получаем два возможных ответа:  
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3. Окружности S1 и S2 радиусов R и r соответственно касаются в точке А. Через точку В, лежащую на окружности S1, проведена прямая, касающаяся окружности S2 в точке С. Найдите ВС, если известно, что АВ = а и 
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Решение.
Обозначив угол АО1В за α, запишем теорему косинусов для треугольника АО1В:  
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cos

1

(

2

2

2

a

-

=

R

a

 и треугольника О1О2В:  
[image: image268.wmf]a

cos

)

(

2

)

(

2

2

2

2

r

R

R

R

r

R

r

ВС

±

-

+

±

=

+

. Отсюда получаем выражение для ВС:
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или 
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, где знак «плюс» соответствует случаю внешнего касания окружностей, а знак «минус» – случаю внутреннего  касания.
4. На гипотенузе треугольника АВС с катетами a и b построен квадрат. Найти расстояние от вершины треугольника С до точки пересечения диагоналей квадрата. 

Решение.
Так как углы АQВ и АСВ прямые, то четырехугольник можно вписать в окружность. Это означает, что применима теорема Птолемея. Обозначив 
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. Во второй конфигурации четырехугольник также вписан в окружность, так как прямые углы АСВ и АРВ опираются на диаметр. Обозначим 
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. Ответ окончательно можно записать в форме 
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5.  На стороне АВ угла АВС, равного 30(, взята точка D, что АD = 2, и ВD = 1. Найдите радиус окружности, проходящей через точки А, D и касающейся прямой ВС 
(демо-2010). 

Решение.
По теореме о касательной и секущей 
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 получаем  
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. Находим DН по теореме косинусов в двух случаях 
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В случае касания внутри угла 
[image: image279.wmf]1
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 и треугольник ВDН тогда равнобедренный, т. е. угол DНВ равен 30(, а угол ОНD равен 60(. Но тогда треугольник ОНD равносторонний и радиус равен 1. В случае внешнего касания 
[image: image280.wmf]7
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.   Из треугольника ОРН получаем 
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. Косинус угла φ получим из теоремы косинусов для треугольника НВD:  
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6.   Задания для самостоятельной работы

1. В треугольнике ABC сторона AB является диаметром окружности, которая пересекает AC и CB в точках М и N.  Точка М делит дугу АМВ пополам. Дуга МN является шестой частью окружности. Найти MN, если площадь треугольника АВС равна 
[image: image285.wmf]3
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. Ответ: 1.

2. Отрезок ВN является биссектрисой треугольника АВС. Найдите NС и ВС, если  
      АВ  = 30, АN = 20  и угол ВNС равен углу  ВСА. Ответ: 
[image: image286.wmf]9
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3. В равнобедренном треугольнике АВС с основанием АС проведена окружность радиуса R, проходящая через середину стороны АВ и вершины В и С. Причем точка С является точкой касания. Найдите высоту, опущенную из вершины В.  Ответ: 
[image: image288.wmf]R
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4. В треугольнике АВС   АD и ВО – биссектрисы, точка  
[image: image289.wmf]AB
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,  точка К лежит на продолжении стороны АС, СН – биссектриса внешнего угла DСК.  Отрезки 
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. Найдите АD.  Ответ: 
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5. Найдите площадь трапеции с основаниями а  и  b  и острыми углами α  и  β.  Ответ: 
[image: image295.wmf])

(

2

2

2

a

b

ctg

ctg

b

a

±

-

.

6. Окружности радиусов 17 и 10 пересекаются в точках А и В.  К окружностям проведена общая касательная. Найдите расстояние между точками касания, если 
АВ = 16.  Ответ:  
[image: image296.wmf]2
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,  
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7. В прямоугольном треугольнике даны высота h и биссектриса 
[image: image298.wmf]l

, проведенные из вершины прямого угла. Найти медиану, проведенную из вершины прямого угла.  Ответ:   
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8. В прямоугольном треугольнике АВС   СН – высота к гипотенузе треугольника,  ρ –  расстояние между центрами вписанных окружностей в треугольниках АСН  и ВСН. Найдите радиус вписанной окружности в треугольник АВС.  Ответ:  
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9. В прямоугольной трапеции АВСD 
[image: image301.wmf]Ð

А = 90(. Диагональ ВD равна 11. Расстояние от точки С до ВD равно 4. Диагональ ВD делит угол D в отношении 1 : 2. Найдите площадь трапеции.  Ответ: 46,2; 51,04.

10.  В трапеции  АВСD  основания 
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.  Найдите площадь АВСD. Ответ: 
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11.  В трапеции ABCD с основаниями AD и BC диагонали AC и ВD пересекаются в точке О.  Площади треугольников 
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.  Найдите площадь трапеции.  Ответ: 
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